Formule de STIRLING

1) Equivalent de In(n!) quand n tend vers +oo.
k

Soit k un entier naturel supérieur ou égal 4 2. On a In(k—1) < J Inx dx < Ink. Puisque In(k — 1) ~ Ink quand k tend
k—1
vers +o0o, on a

k

J Inxdx ~ Ink>0.
k—1 k— +o0

Comme la série de terme général Ink diverge, la régle de ’équivalence des sommes partielles de séries & termes positifs

divergentes permet d’affirmer que, quand n tend vers +oo

n

n k mn
1n(n!):Zlnk~ZJ lnxdx:J Inxdx=nlhn—-n+1 ~ nln.
k=2 k=2"k-1

1 n—+oo

Donc,

In(n!) = nlhn+o(nlnn)ouencoren! = nmxeemnn)
mn— 400 n— +oo

2/ Equivalent de Ln(n!)-nLnn .

n
Pour n > 1, posons u, =In(n!) —nlnn = Z Ink—nmlnn. Pourn>1,on a
k=1

Unt] —Up=In(n+1)—(n+1)In(n+1)—nlnn) = -—n(ln(n+1) —Inn) = -—mnln (1 +l> ~ =1

n n— +oo

D’aprés la régle de I'équivalence des sommes partielles de séries & termes positifs divergentes, on a :

n n—1
Up — Uy = E (U1 —we)  ~ E (1) =—(n-1),
n— 400
k=1 k=1
ce qui fournitupy, ~ uwun—uw; ~ —(m—-1) ~ —m.
n—+oo n—+oo n—+oo
n
In(n!) = mnlnn—n-+o(n)ouencoren! = (—) x e°(m),
n— +oo n— 400 e

3/ Equivalent de Ln(n!)-nLnn+n .
n

Pour n > 1, posons u,, = Z Ink—nlnn+n. Quand n tend vers oo
k=1
1 1 1 1
Unt1 —Up =Inm+1)—(m+1)In(n+1) —mlnn)+1=1—-mln(1+—-|=T—-14+—+4+0(— | ~=—.
n 2n n 2n

Donc, la série de terme général u,, étant toujours divergente et u, étant de signe constant pour n grand

n—1 n—1

Up =Uj + Z (U1 —ux) — +oo ~ug + Z 7K — 400 ~Inn (d’aprés I'étude de la série harmonique).
k=1 " k=1 "
Donc
1 n\n (Inn)
Inn!) = nlnn—n+ zInn+o(lnn) ou encore n! = (—) Vvn x eotinmn)
n—+oo 2 n——+oo e

ny\mn
4) Convergence de la suite (—) Vn.
e
n

1
Pour n > 1, posons u,, = Z Ink—mlhn+n— 7 Inm. Quand n tend vers +oco,
k=1
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ainsi, la série de terme général u, 1 — Uy, converge et on sait qu’il en est de méme de la suite (uy).

1
Soit £ = lim un. Alors, In(n!) —mlnn+n—=Inn = {+ 0o(1) et donc,
n— —+oo 2 n— +oo

1 n
I e R/ In(n!) e nlhn—n+ 5 Inn+ £+ o(1) ou encore, IK €]0, +oo[/ n! e K (%) /1 (en posant K = et).

5) Détermination de K et formule de SIRLING.

/2
L’étude des intégrales de WALLIS (& savoir Wy, = J sin™ t dt, n € N) montre que
0
s 2n)!
e d’une part, pour tout entier naturel n, Ws,, = 5 X %

[T
e d’autre part, quand n tend vers +co, W, ~ —.
n—+oo n

D’aprés 4), on a alors

<%

Pii Wo — T y (2n)! T y e Im
In ot PN 27 22T nteo 2 K22 (E)z“n T K2
e

1 7
Kv2

i . .
et donc = =5~ ou encore K = v/27m. On a ainsi montré que

nl  ~ (E)n Vv2mn (formule de STIRLING).

’ n— +o00 e

1
6) Equivalent de In(n!) —nlnn+n — 3 Inn — In(+/2m7).

1
D’aprés ce qui précéde, sipour n > 1, uy =In(n!) —nlnn+n— 7 Inn alors u, = £+ 0(1) avec £ = InK = In(v/27).
mn— +00

n—1 400
Comme u, =u; + Z (Uk+1 —uk), quand 1 tend vers +oo, on obtient In(+v/27) = uy + Z(U.k+] —1uy) puis, pour n > 1:

k=1 k=1

n—1 +o00 +00 1 1
un —In(v2m) = l;(ukﬂ — ) *];(ukﬂ —uy) = kZ <1 — <k+ Z) In <1 + E))
= = =n

Maintenant, quand k tend vers +o0, on a

m(nr D m(+ ) cro(ned) (2o o (S)) = - s to () =g 4o -
2) " n/ 2)\n " 2 T3 O\ "2 enz  °\nZ) Tamz T\ w2

1 11
12m2 12n(n+1) 12\n n+1)/°

La régle de I’équivalence des restes de séries a termes positifs convergentes permet d’affirmer que

+o0 +00
U — In(v2m) = Z(uk+1 —ug) ~ Z L (] ] ) = L (série télescopique).

= k:n12 n n+1 12n
Donc
1 1 1
Inn)=nlnn—n+-nhn+h(v2n)+ — +o | — |,
2 12n n
ou encore

n\n 1 1
| — — R —
n n— 400 (e) Zrm (1 + 12n +o <n)>
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